TEMA 5: REGRESION Y CORRELACION SIMPLE

5.1.- INTRODUCCION A LOS METODOS DE AJUSTE.

5.2.- REGRESION.

5.3.- CORRELACION.

5.4.- VARIANZA DEBIDA A LA REGRESION Y COEFICIENTE DE DETERMINACION
LINEAL.

5.5.- APLICACIONES DE LA REGRESION Y LA CORRELACION.

5.1- INTRODUCCION A LOS METODOS DE AJUSTE.

Partimos de una distribucién bidimensional (Xi Yj, ni;) en la que vamos a seguir
avanzando estudiando las relaciones entre X e Y— nos movemos en el campo de la
dependencia estadistica entre las variables. Para continuar el estudio nhos encontramos con
el problema del AJUSTE: nos enfrentamos a una "nube de puntos” dada por la representacion
grdfica en unos ejes de coordenadas de los pares de valores de las 2 variable y buscamos la
ecuacién que mejor se adapte al conjunto de puntos (obtencién de la ecuacion de una curva
que pase cerca de los puntos dados), imponiéndole determinadas condiciones.

Por tanto en el ajuste habrad dos fases:

1.- Seleccionar el tipo de funcién que mejor se adapte -grdficamente- al conjunto de datos
disponibles, es decir, que mejor represente la relacién entre X e Y. La informacion es la nube
de puntos— util la representacion como primera orientacidn.

2.- Fijado el tipo de funcién, a través de su ecuacidn con un cierto nimero de pardmetros,
determinar cudl de las funciones que hay en el plano se adapta mejor al conjunto de puntos
(que mejor se ajuste a la nube de puntos de la funcidn).

La determinacion de la mejor curva (blisqueda de los pardmetros) se consigue imponiendo una
serie de condiciones. Segln cudles sean estas condiciones de busqueda, tendremos uno de
los distintos métodos de ajuste existentes.

El principal método de ajuste utilizado (y dnico que veremos) es el método de NEYMAN o de
los MENIMOS CUADRADOS.

METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS.

De nuestra distribucion bidimensional (Xi Y], nj) representada en una nube de puntos— dados
los puntos (X1 Y1), (X2 Y2).... (XiY)j).... (Xn Yk), se elige una determinada funcion de ajuste dada
por la expresion siguiente: Y = f(X, a1, az, ... , an) en la que intervienen n pardmetros.
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Considerando la nube de puntos, al ajustar una funcién, para cada valor de X=X; tendremos
dos valores de VY:

e El valor observado Yj correspondiente a la nube de puntos (X Y;)
o El valor tedrico Yy resultado de hacer X=X; en la funcidn :Y+;= f(Xia1..an) = Y;"

Por tanto, para cada Xi, tendremos la diferencia entre los 2 valores de ¥ Yy Y1;, que llamamos
RESIDUO = ej—e; = ¥Y;-Yy; (diferencia entre Y observado y tedrico).

El método de los minimos cuadrados consiste en la determinacién numérica de los pardmetros
(a1..an) de tal manera que los residuos sean minimos.

min 3> (Yj— Yy) nij = min g

Sitomamos la suma de todos los residuos, se nos presenta el inconveniente de que unos
residuos seran de signo positivo y otros de signo negativo, con lo que residuos de distinto signo
al sumar se pueden compensar y la suma minima podria ocultar residuos de cierta importancia
a ambos lados de la curva ajustada. Para evitar que los residuos se anulen entre si, se debera
hacer minimo la siguiente expresion:

¢ = ZZ(Y,’ - ytj)z n; = ZZ ()’j - fxi aya, -"an)>2 nj
i i

Al ser los valores tedricos los obtenidos a partir de la funcion ajustada.

Para hallar de forma Unica los pardmetros ai...an que minimizan @, la condicién hecesaria es
que las primeras derivadas parciales respecto a cada uno de los pardmetros se anulen.



% = 221'21' (yj — fxis a1, ---an)) Tlij(-f'al) =0

% = 221'2] (yj - fxi a1, ---an)) Tlij(-f'az) =0

6670; =232 (J’j - f(x; aqa, ...an)) n;(-f'an) = 0

Resolviendo este sistema de ECUACIONES NORMALES queda determinada la funcién
correspondiente y los pardmetros.

RESUMEN AJUSTE MINIMO CUADRATICO:

e Seelige una funciénde ajuste y=f(x, a:, az,.., a,), donde intervienen npardmetros
(ar, az,.., ai),.

e Tenemos que y=f(x, a:, az,.., a,)es el valor observado, e y*=f(x;, a:, az,.., ay)
es el valor tedrico que se obtiene a partir de la curva ajustada.

e Siendo (y-y*)=e (residuo o error).

e El objetivo es minimizar la suma de los residuos al cuadrado

Min®d = ZZ(Y,‘ _y;)znij
i=1 j=1

para obtener los n pardmetros (a: , az .., as).
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Y =a + bx

TIPOS DE AJUSTE

O

O
O

(©]

Ajuste a una recta: y=a+bx (los resultados son los de regresion lineal).

Ajuste a una pardbola: y=a+bx+cx*

Ajuste hiperbdlico: y=a+b(1/x) (se utiliza z=(1/x) y se aplica regresién lineal).
Ajuste potencial: y=ax’ (fomando log en la ecuacidn, entonces se aplica un ajuste
lineal y se obtienen los resultados aplicando a los pardmetros el antilog).

Ajuste exponencial: y=ab* (tomando log en la ecuacién, entonces se aplica un ajuste
lineal y se obtienen los resultados aplicando a los pardmetros el antilog).

5.2.- REGRESION.

El fin es encontrar relaciones entre las variables (sucesos a investigar). El
investigador intenta traducir esas relaciones en estructuras mds manejables, es
decir, intenta modelizar esas relaciones funcionalmente a través de un andlisis
fundamentalmente estadistico (establece relaciones funcionales en donde un ndmero
finito de variables Xj,...., Xk se supone que estdn relacionadas con una variable Y a
través de la expresion Y=f(Xi....X«).

Desde este punto de partida, hay 2 enfoques con que abordar simultdneamente este
tema:

1.- Teoria de la CORRELACION (apartado 5.3): estudia el grado de dependencia
existente entre las variables.

2.- REGRESION: busca determinar la estructura de dependencia - modelizacién- que
mejor explique el comportamiento de la variable Y (variable DEPENDIENTE o
EXPLICADA) en funcion del conjunto de variables Xi..Xk (variables
INDEPENDIENTES O EXPLICATIVAS), con las que se supone estd relacionada.
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Sean X e Y 2 variables cuya distribucién conjunta de frecuencias (Xi Yj, ni).
Llamamos Regresion de ¥ sobre X: a la funcion que explica la variable y para cada
valor de X , Y=f(X)
Regresion de X sobre Y: comportamiento de X para cada valor de ¥ X=f(Y)
Para la determinacién de las funciones de regresién hay dos criterios diferentes:
Regresion Iy Regresion II.
REGRESION I:
REGRESION I DE ¥ SOBRE X:
Considerando la nube de puntos, si nos preguntdsemos cual seria el valor de Y para
X=X, existirian varios valores, considerariamos que seria la media de las Y cuya X
sea X1, es decir, la media de las Y cuya abscisa sea X1 (que no es otra cosa que la
media de Y condicionada a que X tome el valor X1, es decir asigna para cada Xi, un Y;
correspondiente a la media de Y condicionada a X=X;. Los puntos aparecen unidos por
una linea para indicarnos que son puntos que pertenecen a una misma regresion.
REGRESION I DE X SOBRE ¥: Asigna para cada Yj, un Xy correspondiente a la media
de los Xi condicionados a Y=Y;.
El principal problema de la Regresién I es que estd siempre unida por un conjunto de
puntos, y no por una curva continua, lo cual lo hace poco deseable para nuestro fin
fundamental (explicar una variable a través del comportamiento de la otra). De ahi
que se utilice de manera general el criterio de Regresién tipo II.
REGRESION II: por ajuste minimo-cuadrdtico:
Base: a través de la informacién suministrada, cuya representacion grafica es la nube
de puntos, 1) se selecciona un tipo de funcién y posteriormente 2) se ajusta la mejor
funcion de la familia seleccionada aplicando el método minimo-cuadradtico, es decir
minimizando los residuos al cuadrado.
Regresion IT de Y sobre X
Se trata de minimizar

Z Z()’j - yt,-)Z nij = Z ef

i j

Regresion IT de X sobre Y.
Andlogamente se trata de minimizar la suma

Z Z(Xi — Xit)? nij
iJ

Donde Xi: serd el valor teérico de X para un Yj cualquiera.

La diferencia prdctica entre los criterios de Regresion I y Regresion IT es que en la
Regresion I no fijamos “a priori” el tipo de funcion, es decir, no seleccionamos ningtin
tipo de curva, mientras que en la Regresidn IT esta eleccion es el primer paso a dar
antes de pasar al propio ajuste.

REGRESION LINEAL:
Cuando la curva de regresién obtenida o seleccionada sea una recta.

RECTA DE REGRESION DE Y SOBRE X:
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Familia ajustada: recta Yij = a + bX; ej = Yj- Vi
Aplicar minimos cuadrados

0= Z Z(J’f —yy) ny = Z ef
T

Sustituyendo el valor Yi;

0= ZZ(YJ —a—bx) ny
T

El sistema de ecuaciones normales seria:

% =2%:%(yj—a—bx;) (=Dn; =0

Z—ﬁ =233y —a—bx;)(=x) ny;=0
Zzyjn.-j =aN + bZZXinij
YIXYjnij = a¥ ¥ Xinij + bY ¥ Xi%n;;

Aplicando frecuencias y dividiendo por N, se expresa en funcién de los momentos respecto
al origen.

Zyjn.j =aN + beinl-,
7 7
zzxi yinij = azxini. + bel-z n,
i 7

i

anr=a+baw

ann = aap+ b az

Resolvemos el sistema, multiplicando por (-aw) la primera ecuacién y sumamos ambas
- apdo=-aap- b 0102

an = aanp +bax .

ai1 - aodor = b(azo - ai0?)
Sxy = b S%; mi1 = b mao—b=Sy,/S%
Despejando a en la primera ecuacién  ao1=a+ b ap

_ o Swy
a=ay —ba,=y— bx-y——s2 X
X



Las estimaciones minimo cuadrdticas de los pardmetros ay b son
b=5,y/S? =j-2 5
=Ox X A=Yz X

Luego la recta de regresién de Y/X: ¥ =a+b X

_ S _ S _ S _ _ S. -
y=y-REZaoy =y 22— -9 ="730-2
X X X X

Y la recta de regresién de x/y

Xii=a'+ blyJ'

i

¢ = Z Z(xi —Xxg)? gy = ZZ("L‘ —a - b'yf)z n;j
i j

; T - Say o .
b =SXX/SZ)J a’ = %-—>y| con lo que la recta seria
v

_ Sx —
x-0)=270-7)
y
Estas dos rectas de regresién se cortan en el punto (x,y)—centro de gravedad de la
distribucidn conjunta.

RESUMEN REGRESION LINEAL:

* Elobjetivo de la Regresidn es encontrar la estructura funcional de dependencia que
mejor exprese la relacién entre la variable dependiente Y y las variables explicativas
o independientes X, Z, etfc.

Esquema de Regresion lineal simple

Regresion de Y/X

Regresion de X/Y

y =a-+bx

Xx=a'+b'y

Aplicacién del método de Minimos Cuadrados

min ZZ(yj —y;)?nij

min ZZ(Xi —X;)?nij

Resultados de Minimos Cuadrados

pr=
S 1

2
y
a'=x-b'y

Las rectas de Y/X y de X/Y pasan siempre por el punto de las medias, donde se cortan.

En el caso de ser independientes las rectas coinciden con el valor de las medias




COEFICIENTES REGRESION:

Los coeficientes de regresion lineal son las pendientes de las rectas de regresion de Y sobre
X.
b:Sxy/Szx b = tga = A_y

Ax

El coeficiente de regresion de Y/X nos mide la tasa de incremento de Y para variaciones de
X, es decir b indica la variacion de la variable Y para un incremento unitario de X.

Andlogamente, el coeficiente de regresién de X sobre Y serd b”=S,,/S?%,

’

A . s . . . .
b = A—i —variacion de x correspondiente a un incremento unitario de Y.

Tanto el signo de b como el de b” serd el signho de la covarianza.

Si Sxy es positiva—b y b’serdn positivos y sus correspondientes rectas de regresién
positivas.

Si Sxy es negativa—las 2 rectas de regresion serdn decrecientes al serlo sus pendientes.

Si Sxy es cero— by b"=0, es decir las rectas de regresion serdn paralelas a los ejes de
coordenadas (y por tanto, perpendiculares entre si). Resumiendo:

Los coeficientes de regresidn ay b tienen la siguiente interpretacién:
» El coeficiente "a" es la ordenada en el origen.

» El coeficiente "b" es la tangente, y mide el incremento en Y ante incrementos
unitarios en X.

a




5.3.- CORRELACION

Se llama correlacion al grado de dependencia mutua entre las variables. El
problema que se plantea serd la medicion de la intensidad con que dos
variables pueden estar relacionadas. Para ello recordemos que a través de la
funcion de ajuste (curva de regresion) expresdbamos la estructura de la
relacién existente entre las variables y que para cada valor de Xi obteniamos
una diferencia llamada residuo, entre el valor de Y en la nube de puntos y el
correspondiente valor tedrico obtenido en la funcion.

Si todos los puntos de la nube estuvieran en la funcidon, la dependencia seria
funcional, y el grado de dependencia seria el maximo posible. Cuanto mds se
alejen los puntos de la funcién (mayores serdn los residuos) iremos perdiendo
intensidad en la asociacién. Esto nos indica a utilizar los residuos para medir
la dependencia y definimos la varianza residual como la media de todos los
residuos elevados al cuadrado para evitar que se compensen los residuos.

n..
Sty = E E (yj—ytj)zﬁ
T

Si S}, es grande—los residuos, por término medio serdn grandes— los puntos
estardn alejados de la funcidn y la dependencia serad pequefia.

Si S, es pequefia—la dependencia serd grande.

La utilizacion de la varianza residual presenta el problema de las unidades de
medida, lo cual imposibilita la comparacidn de la dependencia entre grupos de

. .y (s . Sty . . .
variables. La solucién es utilizar el cociente - siendo S la varianza marginal
y

de Y. A mayor dependencia, mayor correlacion y asi definimos el coeficiente
de correlacion general de Pearson



Campo de variacion de Ry su interpretacion

Despejando la varianza residual R2S?, = S2, - S%_, S%. - S?, - R2S?,
Sy = S%(1-R?)

Como S? y S? son sumas de sumandos no hegativos, es decir, S%>0 ;
S%>0—1-R%0; R%1—-1<R¢l.

Como Sy = S2,(1-R?) veremos lo que ocurre con la dependencia para distintos
valores de R:

e Si —> S%w=0. Todos los valores tedricos coinciden con los
observados, los puntos de la nube estdn en la funcién, la dependencia
es funcional y diremos que existe correlacion perfecta positiva,
indicando con el calificativo de positivo que ambas variables varian en
el mismo sentido.

e Si —» S%w = 0. La dependencia también es funcional, pero aqui las
variables varian en sentidos opuestos y diremos que existe correlacion
perfecta negativa.

e Si —» S? = S?,. No conseguimos ninguna explicacién de la variable
Y relaciondndola con la X, las variables X e Y no estdn asociadas y
diremos que la correlacién es nula.

e Para -1<R<0, la correlacion sera negativa, siendo mds intensa cuanto
mds préxima esté R a -1.

e Para 0<R<1, la correlacidn serd positiva y cuanto mds préximo esté R a
1 tendremos un mayor grado de asociacién.

Coeficiente de correlacion lineal:

Nos mide el grado de asociacién lineal que existe entre las variables.
Correlacidn estd ligado a regresidn, es decir hablamos de correlacion segun
una determinada curva de regresion.

Para determinar el coeficiente de correlacion lineal partimos del coeficiente
de correlacion general
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La varianza residual es
n. .
- 2T
ry Sy (3’1 yt]) N
i
Los valores tedricos en la recta son Y+j = a+ b X;
Siendo b=5,/5% a=752%
Vij = y—s's—2x+ S'SZ y+ 3 4 (xl — x) Sustituyendo en la varianza residual
2 Ny _ Sxy nij
=2, 201 =) rZZiw—[wsz wolf &
i j
_ n;
z z [(y, y) - (xl )] s
_ —\2 nlj xy 2 nu
—ZZ(J’J'_J’) W 52)222(99 x)
S2 S
ZZ (yj y)(xl - x)_ 52 (S?)/ZSZ ngxy
X
S,%y

— C2
IR

2 SZ 2 2 59%3’
r = 1_& 1_(53/ SZ) Sy—Sy+§_ SJ%y _Sxy
Y S2 S? S2SZ  SiS,

El coeficiente de determinacion lineal es :

2
Sxy

2 =
$252

r

r es un caso particular de R. Su campo de variacion serd el mismo |-1<r<1.
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Las rectas de regresion de Y sobre X,y de X sobre Y son respectivamente:
-7 =B~
- =2@-7)
y

El coeficiente de correlacidn lineal

(o
<

Podemos relacionar r con los coeficientes de regresiénby b”.

S Sy S. SeyS S
b= SL,; = {dividiendo y multiplicando por Sy} = _Sf;ys,; = Syx;x;x = rS—i
b = Sﬂ = rS_x

555

Con lo que una nueva forma de las rectas de regresion:

5 _
y=y=r (x-%
Sy

= 1 (y— )
x x—rsyy y

Casos a considerar:

e Sir =1, la varianza residual es cero, y los valores tedricos coinciden con los
observados, luego todos los puntos de la nube estdn en la recta, la correlacion lineal

es perfecta positivay las rectas de regresion coinciden, al sustituir r por 1 quedarian:

R
y y—Sxx X

F= 2 (y-3)
X x—Syy y

que es la misma recta. En este caso la dependencia funcional existente viene reflejada por
una recta creciente, ya que la pendiente es positiva.

Cuando la correlacién lineal es perfecta las dos rectas de regresién coinciden (rectas
crecientes y con pendientes inversas):
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p =22
55
2
b =222 Sy
22 st
x =y x=y
S
r=-—2=+bb
SxSy

Sir=1 1=+bb" 1=bb" |b=1/b’

e Sir=-1,lacorrelacién es perfecta negativa. Aqui, también coinciden las rectas, pero
las pendientes son negativas y las rectas son decrecientes.

e Cuando r =0, la correlacion es nula y las dos rectas son:

0—y =

<
Il
<l

y —

=

0—x =

=
Il

X —

2 rectas paralelas, cada una de ellas respecto a un eje, es decir, perpendiculares entre si con punto de corte
(x ). Si tomamos la recta de regresién de y/x que es y = ¥, por mucho que varie X, la variable Y no varia,
con lo que el grado de asociacion es nulo. Igualmente se reproduce en la recta de regresion x/y.

e Para -1<r<0 la correlacién serd negativa, y las rectas de regresion que ahora serdn
distintas y las 2 decrecientes. Si r es hegativo, la covarianza serd negativo y tanto b
como b’ serdn negativos.

e Para O<r<1 la correlacidn es positiva, y las 2 rectas de regresion crecientes.

Correlacion lineal e independencia estadistica

Si dos variables eran independientes estadisticamente su covarianza era cero, ahora se
afiade que la correlacion lineal es cero, es decir variables incorrelacionadas linealmente. No
se da la viceversa, ya que la correlacién lineal entre las variables puede ser nula, al serlo la
covarianza y no ser independientes ya que la covarianza se puede anular sin que se cumpla la
condicién de independencia. Las variables pueden estar incorrelacionadas linealmente y ser
dependientes, ya que al ser r=0, lo (nico que asegura es que la asociacién lineal es nula, pero
esas variables pueden estar relacionadas segln otro tipo de asociacion (parabdlica,

exponencial..)

El coeficiente de correlacion lineal es invariante ante cambios de origen y de escala.
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Hay depapdoencia aptre

I3 dos varabies, JunRgge
i3 covananzy ses Huka

Las dos vaHabls son
frdepemdientes,

Propiedades de r

= Es adimensional

» Sélo toma valores en [-1,1]

= Las variables son independientes < r=0

= Relacion lineal perfecta entre dos variables < r=+1o0 r=-1

» Cuanto mds cerca esté r de +1 o -1 mejor serd el grado de relacién
lineal.

= tiene el mismo signo que Sxy por tanto de su signo obtenemos el que la
posible relacién sea directa o inversa.

* res (til para determinar si hay relacion lineal entre dos variables, pero
no servird para otro tipo de relaciones (cuadrdtica, logaritmica,...)

Resumiendo, el coeficiente de correlacion lineal:

Mide el grado de dependencia lineal entre las variables
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Coeficiente de determinacion y correlacion lineal
(mide el grado de relacion lineal entre las variables)

SZ
r’=—2-=hbb', 0<r*<1
S,S,
S)(
r=—2 —Job', -1<r<1
S, S,

Si r=0 las series estan incorreladas, pero no implica independencia
estadistica.

El coeficiente r de correlacion lineal no se ve afectado por cambios de origen o escala.

5.4 - VARTANZA DEBIDA A LA REGRESION Y COEFICIENTE DE
DETERMINACION LINEAL.

Y =a+ b X, donde X es la variable independiente e Y la variable dependiente. ¢En qué grado
X explica Y?.

El intento de explicar una variable en funcién de la otra viene motivado por el supuesto de
que la informacién que suministra la variable sobre la que se “regresa” va a mejorar el
conocimiento del comportamiento de la otra variable. Es decir, se supone que en el caso de
la regresién de y/x, Y se explica mejor a través de X que con la distribucién marginal de Y.

Para ver en que medida la mejora de la descripcion de una variable a través de la otra tiene
lugar, vamos a definir previamente el concepto de VARIANZA DEBIDA A LA REGRESION:
S?% . Para ello, consideramos las 3 variables que se obtienen en la regresién:
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e Yj representa a la serie de valores observados de Y.
e Vi conjunto de valores tedricos asignhados a cada Xi en la regresion de Y/X.
e ej conjunto de residuos o errores que se generan en la regresién minimo-cuadrdtica.

Los valores medios de estas 3 variables son:

e Lamedia de la serie observada de Y

® La media de los residuos en la regresion lineal de Y/X
_ N Nij
€= ZZQJW = ZZ(%‘ - ytj)W
i j i

e=0

En la regresion lineal, la suma de los residuos es nhula, y su media, por lo tanto,
también.
e Lamedia de los valores teéricos

_ Ny Ny
= 2 = L2 e = - e=y
13 ] 12 J
El valor medio de los valores teéricos coincide con el valor medio de los valores
observados.
Podemos definir las siguientes varianzas:

e |la varianza total de los valores observados.
n. .
2 _ =\ U
5= > -9
i

e La varianza de los errores o residuos
S2=2i%i(e—8) =35 67 L = 5,3,y — yey) L = 5 la llamad
e L&j\™j N - 14jtj N - 14j y] ytj N - ryque es la amaaa

varianza residual.

e Por (ltimo, la VARIANZA DEBIDA A LA REGRESION, que es la varianza de los
valores teéricos.

E= ) D0y L= Yy -3)' L
i g i J
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Es la media de las desviaciones al cuadrado de los valores tedricos respecto a la media de la
distribucién observada. Entre estas 3 varianzas existe en la regresién lineal una relacion.

Vamos a calcular S% teniendo en cuenta que: los valores tedricos en la recta son Ysj=a+ b
Xi
. — Sxy —
Siendo b=S,,/S% a= y—SL%yx
Sxy _ Sx _

S. _ . . .
Vij = 'Qx S%yxl- = y+ S%‘”(xi—x) con lo que sustituyendo en la varianza debida a la

regresion:

le n,;
nl] S)%y S)% SJ%y
22 (i_x)z 2259%_ 2 2 ZS2 2532'
(S ) N (S ) Sz S S

Por otra parte, la varianza residual era:

Sy = §%(1-r?) = S% - r? 5%

Szr'y = 52y - SZR 52y = 52R + Szr‘y‘

Es decir, la varianza marginal, que nos mide la variacién de y en la distribucién marginal
observada, se puede de descomponer en la suma de 2 varianzas:

e S%: lavarianza debida a la regresién, la dispersién de los valores en la recta.
e S%y: la varianza residual, que mide las desviaciones entre los valores observados y
los tedricos.

Dividiendo ambos miembros por S?,

S% = S% + S?y 1= Ay =

2
S_}; :parte de la variacion de Y que es explicada por la recta de regresion.

2
=2 : la parte que no es explicada por la recta, la que escapa de ésta o variacion

residual.

SR 3ty _ 2
52 sz T

y y

El coeficiente de determinacién lineal r? nos medird el grado de acierto de la utilizacién de
la regresién. Nos da el porcentaje de variabilidad de Y que queda explicada por la regresion.
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e Sir?=1(silacorrelacién es perfecta)

SZ
r? = S—gz 1y por tanto S§ = S;

La varianza residual S%y = 0. Se ha mejorado al médximo la descripcién de Y mediante la
utilizacién de la informacién suministrada por X.

e Sir=0,caso de correlacién nula.

SZ
r? =S—§=prortant05,% =0ySh =S
y

La variable x no nos sirve para ampliar la descripcién del comportamiento de la variable Y.

5.5.- APLICACIONES DE LA REGRESION Y LA CORRELACION

e USOY ABUSO DE LA REGRESION (peligro relaciones esptireas entre las variables).
La aplicacién de los métodos de regresion y correlacién exige un estudio exhaustivo
de las posibles relaciones entre las variables. Puede ocurrir que se relacionen 2
variables cualesquiera que no tengan nada que ver y que de la casualidad de que desde
el punto de vista estadistico exista correlacién perfecta pero desde el punto de vista
tedrico no se pueden relacionar ni realizar ningln estudio coherente. Por ejemplo si
estudiamos la produccién de patata en Espaifia con el nimero de neumdticos
fabricados en una empresa estadounidense en un determinado periodo de tiempo y
resulta que obtenemos una correlacién perfecta entre estas variables , este
resultado no nos debe llevar a suponer que existe algln tipo de relacién entre ellas.
Lo que se debe hacer es elegir variables que desde el punto de vista tedrico exista
alglin tipo de relacion, como por ejemplo la demanda de consumo depende de nuestra
renta disponible.

e PREDICCION: el objetivo (ltimo de la regresién es la prediccién o pronéstico sobre
el comportamiento de una variable para un valor determinado de la otra. Asi si la
recta de regresion de Y/X es:

y=y+ S;‘—y(x— X) obienY=a+bX

2
la prediccion de y para X=Xo serd:
Yo =7+ 22 (x,— %) o bien Yo=a+b Xo

Es claro que la fiabilidad de esta prediccién serd tanto mayor, en principio, cuanto mejor sea
la correlacion entre las variables. Por tanto, una medida aproximativa de la bondad de la
prediccién viene dada por r? (coeficiente de determinacién lineal).
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Resumiendo:

Descomposicién de la varianza marginal de la variable
dependiente

Regresion de Y/X

Regresion de X/Y

2 @2 2
Sy = Sry + SRy
2 . . .
Sry (varianza residual, debida a causas

ajenas a la regresion)
2 . . ., .
Sgy (varianza debida a la regresion, varianza

explicada por la variable independiente)

S?=S?2+S%
Srzx (varianza residual, debida a causas
ajenas a la regresion)
Séx (varianza debida a la regresion, varianza
explicada por la variable independiente)

T -
2 x ev2 My - ow My Sy
Sty =22 Y =Y =

2

Sr2x :ZZ(ei _é)z

:ZZ,-:(X‘*_ ZZ( o

Demostraciones en regresion lineal:

Media de los residuos:

ZZG

. S
sustituyendo y; =

X

Xy

S
:ZZ(yJ —[74‘ g2
POAVEIESE

19

) =Z;<ej>2%=iz;(y,.— ;

S22y N N T2 =S~

82 S2

ZZ(y, y) s

V"‘S—Xg(xi _Y)

, 52 52 §?
2W’=sj—8—g=sj—s—gs—}:sj(1—r2)
2
SZ 2
S2 g2
Y X =87 (1-r?)
S s?
_ Sxy S_fzszrz
s;s:
_ nij
(% —X)]) N
il Xy 0=0
X



Media de los valores tedricos:

ZZy, ZZ(y,—e) N_y-g-y

Varianza residual:

wvo N . . S
Sy =220y —yj)zﬁ, sustituyendo y; = ¥ +3 (X =X)
3

X

2 g?
=zz[<yj—— } RS 3 y E

— — sz 2 Sx 2 SX2
- Y)(X; _X):S§+ 35 S, —2 Sfy Sxy :Sy - ng

Varianza debida a la regresién:

. n. _
Séy:ZZ(yj—y)Zﬁ, sustituyendo y; = y+_(x_x)
i

2 — Sxy e —\2 nij 2 nl] 82 2 Xy
SRV:ZZ(y+SZ (X —X)-V) W: ZZ(X_X) = :SZ
1 J X

Bondad del ajuste (grado de asociacion o de dependencia

Se mide mediante el coeficiente de determinacion general

Regresion de Y/X:

20



2 82 2
R?=1- % 0<R7 <1

y

Regresion de X/Y:

2 82 2
R?=1-5,0<R* <1

X

sfy=_22_(e,-—éj)2 —zz«y, y))- e) — S(1-R?)
ZZ@ ZZW, v s

ZZ(G —e) ZZ((X -X)— e) =S;(1-R?)
D WEE DA

Regresion de Y/X:

2 2

R’ > —E,OSRZsl
S 2
y y
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Regresion de X/Y:

SZ 2
R? =1- =g 0<R*<1

X

En el caso de regresion lineal simple se cumple:

R=r

Pero si tenemos regresion no lineal o mds de una variables explicativa
(regresion lineal mdltiple), la relacién ya no se cumple:

R#T

Regresion lineal multiple

y; =by +BX; +b,%,; +...+b X
Donde los valores observados son: y; =b, +bx; +b,X, +...+b X +e,

Ajuste por minimos-cuadrados:

n n n n
- _ *\2 2
Min®@=> > (y,-y;))’n; => > (y;-(b, +b.x; +b,x,, +...+b x)’n,
i=1 j=1 i=1 j=1
Para ello derivamos parcialmente la expresién anterior respecto a cada uno
de los p+1 coeficientes (bO,bl, .., bp) e igualamos a cero. Obtenemos un
sistema de p+1 ecuaciones normales, para determinar p+1 incognitas ( los p+1
coeficientes), que habra que resolver:
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Interpretacion de los coeficientes:

- El coeficiente bo es el valor que tomaria la variable dependiente cuando
todas las independientes valen cero.

- El coeficiente bl es el incremento que se produce en la variable dependiente
ante incrementos unitarios en la variable X1, manteniendo constante el resto
de variables.

- Andlogamente para el resto de coeficientes.

Rzr
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